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（大阪大学2013年理系挑戦枠）� �
3.141 < π < 3.142 を証明せよ。� �
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x2 +1 = 2a5b13c, x > 0

となる整数 (x, a, b, c) をすべて求めよ。たとえば 12+

1 = 2,22 + 1 = 5,32 + 1 = 2 × 5,52 + 1 =

2× 13, . . .

そもそも無限個か有限個かも明らかではない！
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Størmer, 1897: 解は上記の例に加えて

72 +1 = 2× 52,

82 +1 = 5× 13,

182 +1 = 52 × 13,

572 +1 = 2× 53 × 13,

2392 +1 = 2× 134

の計9個。
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最初の問題…実は誘導問題が存在している！

an =
∫ 2−

√
3

0

1− x4n

1+ x2
dx,

bn =
∫ 2−

√
3

0

1+ x4n+2

1+ x2
dx

とおく。
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（大阪大学2013年理系挑戦枠）� �
(1) limn→∞ an = limn→∞ bn = π

12 を証明せよ。
(2) 3.141 < π < 3.142 を証明せよ。ただし
1.7320508 <

√
3 < 1.7320509 である。� �
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an <
∫ 2−

√
3

0

dx

1+ x2
= arctan

(
2−

√
3
)
=

π

12
< bn

および

3.141 < 12a2 < π < 12b2 < 3.142

より証明できる。
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不満点:
√
3 の近似値を使ってしまっている。

このような情報を使わずに証明できないか？
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π
4 = 4arctan 1

5 − arctan 1
239.
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先程と同様に∫ u
0

1− x4n

1+ x2
dx < arctanu <

∫ u
0

1+ x4n+2

1+ x2
dx

だから

u−
u3

3
+
u5

5
−
u7

7
< arctanu < u−

u3

3
+
u5

5
.
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よって

π

4
>4

(
1

5
−

1

3× 53
+

1

5× 55
−

1

7× 57

)
−

1

239
>0.78539,

π

4
<4

(
1

5
−

1

3× 53
+

1

5× 55

)
−

1

239
+

1

3× 2393

<0.7854

より

3.14156 < π < 3.1416.
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Machinの公式の証明

θ = arctan
1

5
, ψ = arctan

1

239

および

tan(4θ+ ψ) = 1,0 < 4θ+ ψ <
4

5
+

1

239
< 1.
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(5 +
√
−1)4

239+
√
−1

= 2(1+
√
−1)
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より

4arg(5 +
√
−1)− arg(239+

√
−1)

=4arg(5 +
√
−1) + arg(239−

√
−1)

=arg(1 +
√
−1).



ここで

arctan
y

x
= arg(x+ y

√
−1)

を使ってMachinの公式が出てくる！
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絶対値を取ることで

(52 +1)4 = 23(2392 +1)

に対応する！

52 +1,2392 +1 を素因数分解すると

52+1 = 26 = 2×13,2392+1 = 57122 = 2×134

となって、共に 2× 13n の形をしていることからこの
ような関係式が出てくる。
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kπ

4
=

n∑
j=1

aj arctan
1

tj

ならば

arg
n∏

j=1

(tj+
√
−1)aj =

∑
aj arg(tj+

√
−1) =

kπ

4
.
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arg
tj +

√
−1

tj −
√
−1

= arg(tj +
√
−1)− arg(tj −

√
−1)

= 2arg(tj +
√
−1)

より

arg
n∏

j=1

(
tj +

√
−1

tj −
√
−1

)aj
=

n∑
j=1

aj arg
tj +

√
−1

tj −
√
−1

=
kπ

2
.
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さらに ∣∣∣∣∣tj +
√
−1

tj −
√
−1

∣∣∣∣∣ = 1

を使うと

n∏
j=1

(
tj +

√
−1

tj −
√
−1

)aj
= ±1,±

√
−1.

19



ここで

t2j +1 = 2δj
m∏
i=1

p
eij
i (1 ≤ j ≤ n)

と素因数分解すると…

20



重要な事実（Fermatの2素数定理）:

素数 pi がある n2 +1 の素因数である
⇔ pi = 2 または 4m+1

⇔ Q(
√
−1) で pi = πiπ̄i と分解される
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よって

tj+
√
−1 = (

√
−1)e0j(1+

√
−1)δj

m∏
i=1

(πi または π̄i)
eij

とおくことができ、

tj +
√
−1

tj −
√
−1

= (
√
−1)2e0j+δj

m∏
i=1

(
π̄i
πi

)±eij
.
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そうすると

n∑
j=1

ajeij = 0(i = 1,2, . . . ,m)

が成り立つ！
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ここで m ≥ n のとき

ξl =
m∏
i=1

π
fil
i (1 ≤ l ≤ n− 1)

をうまくとれば

tj +
√
−1

tj −
√
−1

= (
√
−1)2e0j+δ1

n−1∏
i=1

(
ξ̄i
ξi

)±gij
(1 ≤ j ≤ n)

となる。
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そうすると

tj+
√
−1 = (

√
−1)e0j(1+

√
−1)δj

n−1∏
i=1

(ξi または ξ̄i)
gij

および

n∑
j=1

ajgij = 0(i = 1,2, . . . , n− 1)

が成り立つ。

整数の言葉で書き直すと…
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n∑
j=1

aj arctan
1

tj
=
kπ

4

となる整数 a1, a2, . . . , an, k が存在するとき

t2j +1 = 2δj
n−1∏
i=1

A
gij
i (j = 1,2, . . . , n)

となる整数 Ai(1 ≤ i ≤ n − 1), δj(1 ≤ j ≤
n), gij(1 ≤ i ≤ n− 1,1 ≤ j ≤ n) が存在する。さ
らに tj ± tk ≡ 0 (mod Ai) が常に成り立つ。
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Størmer (1895):

t21 +1 = 2δ1Ag1, t22 +1 = 2δ2Ag2

の解で合同式 t1±t2 ≡ 0 (mod A) が成り立つものは

32 +1 = 2× 5,72 +1 = 2× 52

および

52 +1 = 2× 13,2392 +1 = 2× 134

のみである。
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Størmer (1895):

t2 +1 = 2Ag, t > 1

ならば g は奇数。

M. Lebesgue (1850):

t2 +1 = Ag

の整数解は t = 0, Ag = 1 以外に存在しない。
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あとは g1, g2 が 2 の累乗の場合を考える。

なお

t2 +1 = 2u4

の正の整数解は (t, u) = (1,1), (239,13) のみだが、
1942年にLjunggrenによってようやく証明された！
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n ≥ 3 のときは？
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Størmer (1896):

aarctan
1

x
+ barctan

1

y
= carctan

1

z

は無限に多くの解が存在する！
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たとえば

arctan
1

x
= arctan

1

x+ a
+ arctan

a

x2 + ax+1

で a が x2 +1 の約数となるようにとる。
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arctan
1

t
=arctan

1

t+1
+ arctan

1

t2 + t+1
,

arctan
1

2t− 1
=arctan

1

2t+1
+ arctan

1

2t2
,

arctan
1

5t− 2
=arctan

1

5t+3
+ arctan

1

5t2 + t− 1
,

. . .
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aarctan
1

x
+ b arctan

1

y
+ carctan

1

z
= k

π

4

かつ k ̸= 0 の場合は？

有限個しか存在しないことが示せそうな状況（2018年
1月現在）。
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t2 +1 = 2δ
m∏
i=1

p
ei
i

の整数解をどのようにして見つけるか？

35



Størmer (1897)� �
各 p1, p2, . . . , pm に対し、最高でも 2 × 3m − 2m

個の解しか存在しない。� �
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各 ei は

ei = ui+2vi,

ただし

ei = 0 のとき ui = 0,

ei が奇数のとき ui = 1,

ei > 0 かつ ei が偶数のとき ui = 2

の形に一意的にあらわせる。
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D = 2δ
∏m
i=1 p

ui
i , y =

∏m
i=1 p

vi
i とおくと

t2 −Dy2 = −1 かつ [vi > 0 ⇒ ui > 0]

つまり

p | y ⇒ p | D

である。

39



40



Størmer は

t2 −Dy2 = −1

の解で

p | y ⇒ p | D

となるものは、このPell方程式の最小解でなければな
らないことを示した。
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δ, u1, u2, . . . , um を決めれば、

t2 +1 = 2δ
m∏
i=1

p
ei
i , t > 0

の整数解はあっても1つだけ。
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たとえば

t2 +1 = 2δpeqf , t > 0

の整数解はたかだか14個しかなく、それらは14個の
Pell方程式の最小解を確かめれば、すべて求めること
ができる。
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t2 +1 = 2a5b13c,

の整数解は9個のみ。
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またこの定理から

t2 +1 = 2A2k, k > 0

の解はたかだか1個しかないことがわかる。ここから先
述のMachinの公式に関する結果の、より簡単な証明が
得られる。
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たとえば

t2 +1 = peqf

の解はたかだか5つしかない！
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