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第 1部

悪問を解いてみた
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本学で出題された問題

（大阪大学 2013年理系挑戦枠）
3.141 < π < 3.142 を証明せよ。
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誘導問題

実は誘導問題が存在している！

an =

∫ 2−
√
3

0

1− x4n

1 + x2
dx,

bn =

∫ 2−
√
3

0

1 + x4n+2

1 + x2
dx

とおく

（大阪大学 2013年理系挑戦枠）
limn→∞ an = limn→∞ bn = π

12 を証明せよ。

3.141 < π < 3.142 を証明せよ。ただし
1.7320508 <

√
3 < 1.7320509 である。
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証明

an <

∫ 2−
√
3

0

dx

1 + x2
= arctan

(
2−
√
3
)
=

π

12
< bn

および
3.141 < 12a2 < π < 12b2 < 3.142

より証明できる。

9 / 263



証明

an <

∫ 2−
√
3

0

dx

1 + x2
= arctan

(
2−
√
3
)
=

π

12
< bn

および
3.141 < 12a2 < π < 12b2 < 3.142

より証明できる。

10 / 263



不満点

√
3 の近似値を使ってしまっている。

このような情報を使わずにより強い不等式を証明できないか？
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悪問

（大阪大学 2013年理系挑戦枠・改）
3.14156 < π < 3.14163 を証明せよ。
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解（三角関数の関係）

(5 + i)4 = (24 + 10i)2 = 4(12 + 5i)2 = 4(119 + 120i)

= 2(1 + i)(1− i)(119 + 120i) = 2(1 + i)(239 + i)
(1)

の偏角をとり arctan y
x = arg(x+ yi) をつかって

4 arctan
1

5
=

π

4
+ arctan

1

239
,
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解（Machinの公式）

すなわち

公式 (Machin, 1706)

π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239
.

17 / 263



解（三角関数の不等式）

∫ u

0

1− x4n

1 + x2
dx <

∫ u

0

du

1 + u2
<

∫ u

0

1 + x4n+2

1 + x2
dx

だから

u− u3

3
+

u5

5
− u7

7
< arctanu < u− u3

3
+

u5

5
.
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解

よって

π

4
>4

(
1

5
− 1

3× 53
+

1

5× 55
− 1

7× 57

)
− 1

239

>0.78539,

および

π

4
<4

(
1

5
− 1

3× 53
+

1

5× 55

)
− 1

239
+

1

3× 2393

<0.785406

より
3.14156 < π < 3.14163.
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第 2部

理論的背景
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問題

この現象をどのように説明するか？ また一般化できるか？ つまり

n∑
j=1

aj arctan
1

xj
=

kπ

4

の形の等式をどのように見つけ出すか？

この形の、現在知られている等式は Computing Pi, edited by Michael Roby
Wetherfield and Hwang Chien-lih,
http://www.machination.eclipse.co.uk/index.html に収録されている
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整数の素因数分解との関係

(5 + i)4 の等式の絶対値を取ることで (1) は

(52 + 1)4 = 23(2392 + 1)

に対応する！
52 + 1, 2392 + 1 を素因数分解すると

52 + 1 = 26 = 2× 13, 2392 + 1 = 57122 = 2× 134

となって、共に 2× 13n の形をしていることからこのような関係式が出て
くる
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素数と平方和

p > 0 が素数のとき

p = 2 または p ≡ 1 (mod 4) ならば正の整数 a, b により p = a2 + b2

つまり p = (a+ bi)(a− bi) の形に一意的に表せる

p ≡ 3 (mod 4) ならば p は a2 + b2 の形にあらわせない

また

x2 + 1 の素因数は p は p = 2 または p ≡ 1 (mod 4)
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Gauss整数

Z[i] でも素因数分解が一意的に可能、つまり

x+ yi = ϵ
∏m

s=1(as + bsi)
gs
∏n

s=m+1 p
gs
s ,

ϵ = ±1 または ±i,
ps(s = m+ 1, 2, . . . , n) ≡ 3 (mod 4) は相異なる、通常の素数

as, bs, gs ∈ Z, gj ≥ 0,

各 as + bsi は Z[i] 上の相異なる素数（±1,±i と自分自身に ±1,±i
をかけたもの以外の約数を Z[i] にもたない））

という形に順序や ±1,±i 倍の別を除いて一意的に表示できる
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Gauss整数

p1, p2, . . . , pr が通常の素数で ps = a2s + b2s ならば、次の 3つは同値である

x+ i = ϵ(a1 ± b1i)
e1(a2 ± b2i)

e2 · · · (ar ± bri)
er

x− i = ϵ−1(a1 ∓ b1i)
e1(a2 ∓ b2i)

e2 · · · (ar ∓ bri)
er

x2 + 1 = pe11 pe22 · · · perr
なお対応する符号は同順で ϵ = ±1 または ±i とする
（3つ目からあとの 2つを導くには as + bsi が x+ i, x− i の一方を割り切
るが、その場合 as − bsi が他方を割り切ること、また ps が x+ i, x− i を
同時に割り切ることは不可能であることに注意する）
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有理整数から Gauss整数へ

n > r とする

p1, p2, . . . , pr を 4 を法として 1 と合同な素数とし
ps = a2s + b2s(as, bs > 0) と 2つの平方数の和で表す

x2j + 1 = 2δjp
e1j
1 p

e2j
2 · · · p

erj
r (j = 1, 2, . . . , n) とする

このとき

xj + i = (1± i)δj (a1 ± b1i)
e1j · · · (ar ± bri)

erj (j = 1, 2, . . . , n)

より
xj + i

xj − i
= i±δjη

±e1j
1 η

±e2j
2 · · · η±erj

r (j = 1, 2, . . . , n)

ここで ηs = (as + bsi)/(as − bsi) で指数 esj の符号は対応する as ± bsi の
符号と一致する
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より
xj + i

xj − i
= i±δjη

±e1j
1 η

±e2j
2 · · · η±erj

r (j = 1, 2, . . . , n)
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符号と一致する

46 / 263



有理整数から Gauss整数へ

n > r とする

p1, p2, . . . , pr を 4 を法として 1 と合同な素数とし
ps = a2s + b2s(as, bs > 0) と 2つの平方数の和で表す

x2j + 1 = 2δjp
e1j
1 p

e2j
2 · · · p

erj
r (j = 1, 2, . . . , n) とする

このとき

xj + i = (1± i)δj (a1 ± b1i)
e1j · · · (ar ± bri)

erj (j = 1, 2, . . . , n)

より
xj + i

xj − i
= i±δjη

±e1j
1 η

±e2j
2 · · · η±erj

r (j = 1, 2, . . . , n)

ここで ηs = (as + bsi)/(as − bsi) で指数 esj の符号は対応する as ± bsi の
符号と一致する

47 / 263



有理整数から Gauss整数へ

n > r とする

p1, p2, . . . , pr を 4 を法として 1 と合同な素数とし
ps = a2s + b2s(as, bs > 0) と 2つの平方数の和で表す

x2j + 1 = 2δjp
e1j
1 p

e2j
2 · · · p

erj
r (j = 1, 2, . . . , n) とする

このとき

xj + i = (1± i)δj (a1 ± b1i)
e1j · · · (ar ± bri)

erj (j = 1, 2, . . . , n)

より
xj + i

xj − i
= i±δjη

±e1j
1 η

±e2j
2 · · · η±erj

r (j = 1, 2, . . . , n)

ここで ηs = (as + bsi)/(as − bsi) で指数 esj の符号は対応する as ± bsi の
符号と一致する

48 / 263



有理整数から Gauss整数へ

n > r とする

p1, p2, . . . , pr を 4 を法として 1 と合同な素数とし
ps = a2s + b2s(as, bs > 0) と 2つの平方数の和で表す

x2j + 1 = 2δjp
e1j
1 p

e2j
2 · · · p

erj
r (j = 1, 2, . . . , n) とする

このとき

xj + i = (1± i)δj (a1 ± b1i)
e1j · · · (ar ± bri)

erj (j = 1, 2, . . . , n)

より
xj + i

xj − i
= i±δjη

±e1j
1 η

±e2j
2 · · · η±erj

r (j = 1, 2, . . . , n)

ここで ηs = (as + bsi)/(as − bsi) で指数 esj の符号は対応する as ± bsi の
符号と一致する

49 / 263



有理整数から Gauss整数へ

n > r とする

p1, p2, . . . , pr を 4 を法として 1 と合同な素数とし
ps = a2s + b2s(as, bs > 0) と 2つの平方数の和で表す

x2j + 1 = 2δjp
e1j
1 p

e2j
2 · · · p

erj
r (j = 1, 2, . . . , n) とする

このとき

xj + i = (1± i)δj (a1 ± b1i)
e1j · · · (ar ± bri)

erj (j = 1, 2, . . . , n)

より
xj + i

xj − i
= i±δjη

±e1j
1 η

±e2j
2 · · · η±erj

r (j = 1, 2, . . . , n)

ここで ηs = (as + bsi)/(as − bsi) で指数 esj の符号は対応する as ± bsi の
符号と一致する

50 / 263



Gauss整数から三角関数へ

ここで ∏
j

(
xj + i

xj − i

)fj

= ik (2)

ならば偏角を取ると ∑
j

fj arctan
2

xj
=

kπ

2

つまり ∑
j

fj arctan
1

xj
=

kπ

4

が得られる！
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連立方程式に帰着

(2) は 
e11 e12 · · · e1n
e21 e22 · · · e1n

...
er1 er2 · · · ern



f1
f2
...
...
fn

 =


0
0
...
0


と同値
だが、 n > r だから、このような整数 fj(1 ≤ j ≤ n) がとれる！
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類題

（@mat der D 2018 改）
0.69313 < log 2 < 0.69316 を証明せよ。
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解（素因数分解）

126

125
= 21 × 32 × 5−3 × 71,

225

224
= 2−5 × 32 × 52 × 7−1,

2401

2400
= 2−5 × 3−1 × 5−2 × 74,

4375

4374
= 2−1 × 3−7 × 54 × 71

より
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解（対数の一次形式）

72 log
126

125
+ 27 log

225

224
− 19 log

2401

2400
+ 31 log

4375

4374
= log 2.

詳しい計算は今週土曜日、関西日曜数学友の会で！
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π の場合との類似

xj + 1

xj
= m

e1j
1 m

e2j
2 · · ·m

enj
r (j = 1, 2, . . . , n)

で、 
e11 e12 · · · e1n
e21 e22 · · · e2n

...
en1 en2 · · · enn


が正則ならば
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連立方程式に帰着


e11 e12 · · · e1n
e21 e22 · · · e2n

...
en1 en2 · · · enn



f1
f2
...
fn

 =


1
0
...
0


となる fj がとれて

n∏
j=1

(
xj + 1

xj

)fj

= m1

となる
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)fj
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連立方程式から対数の一次形式へ

よって
n∑

j=1

fj log
xj + 1

xj
= logm1

となる
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x2 − 1 の形に帰着

p1, p2, . . . , pn が素数で

y + 1

y
= pe11 pe22 · · · p

en
n

ならば
y(y + 1) = p

|e1|
1 p

|e2|
2 · · · p|en|n

となり x = 2y + 1 とおくと

x2 − 1 = 4y(y + 1) = 4p
|e1|
1 p

|e2|
2 · · · p|en|r

となる
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指数型不定方程式

かくして
x2 ± 1 = pe11 pe22 · · · penn

の形の不定方程式を考察することになる！
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Pell方程式

x2 −Dy2 = ±1, x, y > 0 (3)

の解のうち x+ y
√
D が最小の解を (V,U) として ϵ を（この方程式につい

て考察する間は）
ϵ = V 2 −DU2 = ±1

により定める
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Pell方程式の解を与える Lucas数列

整数 Un, Vn を
(V + U

√
D)n = Vn + Un

√
D

で定めると
(V − U

√
D)n = Vn − Un

√
D

より
V 2
n −DU2

n = (V 2 −DU2)n = ϵn = ±1

となって (x, y) = (Vn, Un) は (3) の解を与えている
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Pell方程式の一般解

逆に x, y が正の整数で x2 −Dy2 = ±1 ならば (x, y) = (Vn, Un)
つまり

定理

x2 −Dy2 = ±1 の正の整数解は (x, y) = (Vn, Un)(n = 1, 2, . . .) で与えら
れる
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証明

Vn + Un

√
D < x+ y

√
D < Vn+1 + Un+1

√
D

となったと仮定して

a+ b
√
D = (x+ y

√
D)
∣∣∣Vn − Un

√
D
∣∣∣ = x+ y

√
D

Vn + Un

√
D

とおく
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証明

a2 −Db2 =(x+ y
√
D)(x− y

√
D)(Vn + Un

√
D)(Vn − Un

√
D)

=(x2 −Dy2)(V 2
n −DU2

n)

=± 1

かつ

1 < a+ b
√
D =

x+ y
√
D

Vn + Un

√
D

< V + U
√
D
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証明

V + U
√
D は x2 −Dy2 = 1, x, y > 0 となる x+ y

√
D の中で最小の

ものなので a, b > 0 はありえない

a, b < 0 ならば a+ b
√
D < 0 なので、これもありえない

a > 0 > b のとき
a2 −Db2 = (a− b

√
D)(a+ b

√
D) > (a+ b

√
D)2 > 1

b > 0 > a のとき
Db2 − a2 = (−a+ b

√
D)(a+ b

√
D) > (a+ b

√
D)2 > 1

上 2つはいずれも
∣∣a2 −Db2

∣∣ = 1 に矛盾
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Lucas数列の整除性

(x+ y
√
D)2 = x2 +Dy2 + 2xy

√
D

より
U2m = 2UmVm

また
(Vm + Um

√
D)k = Vkm + Ukm

√
D

より

Ukm = kV k−1
m Um +

(
k

3

)
V k−3
m U3

m + · · ·

だから Ukm は Um で割り切れる
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Størmerの定理

定理 (Størmer, 1897)

n > 1 かつ (n,D) ̸= (2, 2) のとき Un の素因数で D を割り切らないもの
が存在する
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証明（n が偶数）

n = 2m のとき Un = 2UmVm だが (m,D) = (1, 1) のときを除いて（←
10/29追記）Vm > 1 かつ gcd(Vm, D) = 1 だから Vm の素因数は D の素
因数ではない
そこで、以下 n = 2m+ 1 を奇数とする
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証明（Un の表示）

Vn + Un

√
D =

n−1∑
r=0

(
n

r

)
V n−rU rDr/2

=V n +

(
n

2

)
V n−2U2D +

(
n

4

)
V n−4U4D2 + · · ·

+

(
n

1

)
V n−1U

√
D +

(
n

3

)
V n−3U3D

√
D + · · ·

より

Un = U

(
nV n−1 +

(
n

3

)
V n−3U2D + · · ·

)
とあらわされる
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4
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+

(
n

1

)
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√
D +

(
n

3

)
V n−3U3D

√
D + · · ·

より

Un = U

(
nV n−1 +

(
n

3

)
V n−3U2D + · · ·

)
とあらわされる
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証明（二項係数を割り切る素数の指数）

ps || D, pt || n

とする (
n

2k + 1

)
=

n(n− 1) · · · (n− 2k)

(2k + 1)!

で (2k + 1)! を割り切る p の指数は⌊
2k + 1

p

⌋
+

⌊
2k + 1

p2

⌋
+ · · · < 2k + 1

p
+

2k + 1

p2
+ · · · = 2k + 1

p− 1
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証明（Un を構成する各項の整除性）

だから
(

n
2k+1

)
Dk を割り切る p の指数 > sk + t− 2k+1

p−1
よって p = 3, s ≥ 2 または p ≥ 5 のとき

sk − 2k + 1

p− 1
=

(
s− 2

p− 1

)
k − 1

p− 1
≥ k

2
− 1

2
≥ 0

だから
(

n
2k+1

)
Dk を割り切る p の指数 > t

また p が n を割り切らないとき
(

n
2k+1

)
Dk を割り切る p の指数

≥ sk > 0 = t
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証明（D の素因数）

D の素因数 pi に対して
psii || D, ptii || n

として
L =

∏
ptii

とおく（以下 10/29 追記）と n/L はどの pi でも割り切れないから
gcd(n/L,D) = 1
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証明（第一の場合）

まず gcd(D, 3) = 1, 32 | D または pi = 3 に対して ti = 0 とする

このとき、すべての D の素因数 pi について
(

n
2k+1

)
Dk を割り切る pi

の指数 > ti

n は奇数だから pi = 2 に対しては必ず ti = 0
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証明（Un の因数）

M =
Un

UL
=

1

L

(
nV n−1 +

(
n

3

)
V n−3U2D + · · ·

)
は 1 より大きい整数で　M1 = nV n−1/L とおくと

M = M1 +M2

∏
i

pi > 1.

gcd(n/L,D) = 1 かつ（← 10/29追記） gcd(D,V ) = 1 だから
gcd(D,M1) = 1
よって gcd(D,M) = 1
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証明（第一の場合・完）

よって M は D の素因数以外の素因数を持ち Un = ULM も D の素因数
以外の素因数を持つ
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証明（第二の場合）

3 || D, 3 | n で Un の素因数が D の素因数以外にないとする

U3 は 3 で割り切れるので Un も 3 で割り切れる

(z, w) = (Vn, Un/3) は z2 − 9Dw2 = ±1 の解
z2 − 9Dw2 = ±1 の最小の解を (Z,W ) とおく

9D については先程示した事実から Un/3 = W でなければならない
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証明（第一の場合に還元）

z2 − 9Dw2 = ±1 の解は x2 −Dy2 = ±1 の解のうち y が 3 の倍数で
あるものに一対一に対応する

Un は Um が 3 の倍数となる最初のもの

(V + U
√
D)3 = V 3 + 3V U2D + (3V 2U + U3D)

√
D より

U3 = U(3V 2 + U2D)

D = 3D1 とおくと
U3 = 3(V 2 + U2D1)

は 3 の倍数

よって n = 1 または 3
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証明（n = 3 の場合）

n = 3 のとき U3/3 = V 2 + U2D1

よって V 2 + U2D1 が D の素因数以外の素因数をもたない

p を V 2 + U2D1 の素因数とすると p が D の素因数でもある

gcd(V,D) = 1 だから p は D1 を割り切らない、よって p = 3 しかあ
りえない
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証明（第二の場合・完）

よって
V 2 + U2D1 = 3k

しかし V 2 − 3D1U
2 = V 2 −DU2 = 1 なので

4V 2 = 3g+1 + 1,

つまり
(2V + 1)(2V − 1) = 3g+1

より V = 1, g = 0, DU2 = 0 となって矛盾
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指数型不定方程式を解く

これを使って
x2 ± 1 = pe11 pe22 . . . pess

の形の方程式の解をすべて求めることができる
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Pell方程式に帰着

まず各 ei は
ei = gi + 2hi,

ただし

gi = 0(ai = 0), gi = 1(ai ≡ 1 (mod 2)), gi = 2(ai > 0, ai ≡ 0 (mod 2))

の形に一意的にあらわせる
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Pell方程式に帰着

このようにあらわすと、

x2 + 1 = pg1+2h1
1 pg2+2h2

2 . . . pgs+2hs
s =

(∏
i

pgii

)(∏
i

phi
i

)2

となり、さらに hi > 0 のとき常に gi > 0 となる（単純に ei = gi + 2hi,
gi = 0, 1 とするとこれが成り立たなくなる）
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Pell方程式に帰着

ここで
D =

∏
i

pgii , y =
∏
i

phi
i

とおくと
x2 −Dy2 = −1

かつ y の素因数はすべて D をも割り切るので y = U1 でなければならない
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Størmerの定理を使う

D は
∏

i p
gi
i , 0 ≤ gi ≤ 2 の形の数で、そのような数は有限個しかないので

有限の手続きですべて求めることができる
実際 D =

∏
i p

gi
i , 0 ≤ gi ≤ 2 の形の数は 3s 個ある

D が平方数ならば x2 −D2 = 1 の解は (x, y) = (1, 0) しかないので その
ようなものを除くと 3s − 2s 個の D について方程式 x2 −Dy2 = ±1 の最
小解を確かめればよい
よって解の個数は 3s − 2s 個以下
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Størmerの定理を使う

また、 pi のひとつが 2 であるとき ei は 0 または 1 しかとることができ
ず、その場合確かめるべき方程式の個数は 2× 3s−1 − 2s−1 個となり、解の
個数もそれ以下となる
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例

たとえば
X2 + 1 = 2e15e213e3

を解くには
x2 − 2g15g213g3y2 = −1

の最小の非自明な解を確かめる

なお、a1 ≤ 1 だから g1 = 0, 1
また g1, g2, g3 の少なくとも 1つは奇数
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14個の Pell方程式に帰着 (1)

g1 = 1, g2 = 0, g3 = 0 :x2 − 2y2 = −1, (x, y) = (1, 1)

g1 = 0, g2 = 1, g3 = 0 :x2 − 5y2 = −1, (x, y) = (2, 1)

g1 = 1, g2 = 1, g3 = 0 :x2 − 10y2 = −1, (x, y) = (3, 1)

g1 = 1, g2 = 2, g3 = 0 :x2 − 50y2 = −1, (x, y) = (7, 1)

g1 = 0, g2 = 0, g3 = 1 :x2 − 13y2 = −1, (x, y) = (18, 5)

g1 = 1, g2 = 0, g3 = 1 :x2 − 26y2 = −1, (x, y) = (5, 1)

g1 = 0, g2 = 1, g3 = 1 :x2 − 65y2 = −1, (x, y) = (8, 1)
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14個の Pell方程式に帰着 (2)

g1 = 1, g2 = 1, g3 = 1 :x2 − 130y2 = −1, (x, y) = (57, 5)

g1 = 0, g2 = 2, g3 = 1 :x2 − 325y2 = −1, (x, y) = (18, 1)

g1 = 1, g2 = 2, g3 = 1 :x2 − 650y2 = −1,No solution

g1 = 1, g2 = 0, g3 = 2 :x2 − 338y2 = −1, (x, y) = (239, 13)

g1 = 0, g2 = 1, g3 = 2 :x2 − 845y2 = −1, (x, y) = (12238, 421)

g1 = 1, g2 = 1, g3 = 2 :x2 − 1690y2 = −1,No solution

g1 = 1, g2 = 2, g3 = 2 :x2 − 8450y2 = −1, (x, y) = (54608393, 594061)
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すべての解を得る

ここから

1 + 12 = 2, 1 + 22 = 5,

1 + 32 = 2× 5, 1 + 52 = 2× 13,

1 + 72 = 2× 52, 1 + 82 = 5× 13,

1 + 182 = 52 × 13, 1 + 572 = 2× 53 × 13,

1 + 2392 = 2× 134

の 9個の解が得られる
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類例

n(n+ 1) = 2a3b5c7d

の解は

n =1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,

14, 15, 20, 24, 27, 35, 48, 49,

63, 80, 125, 224, 2400, 4374

で与えられる
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註

特に 1 + 2392 = 2× 134 は 1 + x2 = 2y4 の最大の解であるとともに
X2 + 1 = 2a5b13c の最大の解でもある
x2 + 1 = 2y4, x, y > 0 の解が (x, y) = (1, 1), (239, 13) しかないことを
Ljunggren が 1942年に証明しているが、その証明は非常に難しい Steiner
and Tzanakisが 1991年により簡単な証明を発表しているが、依然として初
等的ではない
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逆問題

逆に、Machinの公式のようなものをすべて見つけるにはどうすればよい
か？たとえば

a arctan
1

x
+ b arctan

1

y
=

kπ

4
(4)

のようなものを見つけるにはどうすればよいか？
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2項のMachin型等式

arctan
1

2
+ arctan

1

3
=

π

4
,

2 arctan
1

2
− arctan

1

7
=

π

4
,

2 arctan
1

3
+ arctan

1

7
=

π

4
,

4 arctan
1

5
− arctan

1

239
=

π

4

がある（それぞれ Euler, Hutton, Hermann が発見したとされていたが、い
ずれもそれ以前にMachinが発見していたらしい）
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Machin型等式から素因数分解へ

n∑
j=1

ej arctan
1

xj
=

kπ

4

ならば
n∏

j=1

(
xj + i

xj − i

)ej

= ϵ,

ここで ϵ は ±1 または ±i なので（左辺の絶対値は 1 であることに注意）

n∏
j=1

(x2j + 1)ej = 2δ
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Machin型等式から素因数分解へ
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不定方程式から多変数一次方程式へ

x2j + 1 = 2δjp
g1j
1 p

g2j
2 · · · p

grj
r (j = 1, 2, . . . , n)

とおくと

e1gi1 + e2gi2 + · · ·+ engin = 0 (i = 1, 2, . . . , r)

である
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多変数一次方程式の整数解

より一般に
e1w1 + e2w2 + · · ·+ emwm = 0

を解く
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2変数の場合

e1w1 + e2w2 = 0

の解は

(w1, w2) = a(e2/d,−e1/d) =: ay1(a ∈ Z, d = gcd(e1, e2))

で与えられる
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帰納的議論

e1ym−1,1 + e2ym−1,2 + · · ·+ em−1ym−1,m−1 = −emym−1,m

となる最小の正の ym−1,m をとって、そのときの解を
ym−1 = (ym−1,1, ym−1,2, . . . , ym−1,m) とする
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帰納的議論

e1w1 + e2w2 + · · ·+ emwm = 0

の解は

aym−1 +


z1
z2
...

zk−1

0

 ,

ここで (z1, z2, . . . , zk−1) は e1z1 + e2z2 + · · ·+ ek−1zk−1 = 0 の解
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帰納的議論

よって、帰納的に 
w1

w2
...

wm

 = a1y1 + · · ·+ am−1ym−1,

なお、異なる次元のベクトルの和は、次元の低いベクトルの後ろに 0 をつ
け足して次元を揃える
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Machin型公式

gij = li,1y1,j + li,2y2,j + · · ·+ li,n−1yn−1,j(1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ n)

より 
g1j
g2j
...
grj

 = y1,j


l1,1
l2,1
...
lr,1

+ y2,j


l1,2
l2,2
...
lr,2

+ · · ·+ yn−1,j


l1,n−1

l2,n−1
...

lr,n−1


だから
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Machin型公式

x2j + 1 =2δjp
g1j
1 p

g2j
2 · · · p

grj
r

=2δj (p
l1,1
1 p

l2,1
2 · · · plr,1r )y1,j (p

l1,2
1 p

l2,2
2 · · · plr,2r )y2,j

· · · (pl1,n−1

1 p
l2,n−1

2 · · · plr,n−1
r )yn−1,j

=2δjm
y1,j
1 m

y2,j
2 · · ·myn−1,j

n−1 ,

ここで
mi = p

l1,i
1 p

l2,i
2 · · · p

lr,i
r
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2項Machin型等式の必要条件

特に (4) が成り立てば

x+ i = ϵ1(1 + i)s(a+ bi)g, y + i = ϵ2(1 + i)t(a± bi)h

（ϵ1, ϵ2 は ±1, ±i のいずれか）であり

x2 + 1 = 2sAg, y2 + 1 = 2tAh

が成り立つ（A は素数とは限らない）
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指数型不定方程式の定理 1

定理 (M. Lebesgue, 1850)

x2 + 1 = Ag, x ≥ 0 の解は g = 1, A = x2 + 1 または (x,A) = (0, 1) しか
ない

188 / 263



証明（Gauss整数に因数分解）

x > 0 とすれば g は奇数で

x+ i = is(a+ bi)g, A = a2 + b2

だから
Re (a+ bi)g = ±1, Im (a+ bi)g = ±1

A が偶数のとき x2 ≡ 3 (mod 4) となって矛盾するから、A は奇数
よって a, b は一方は奇数で一方は偶数
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証明（展開）

±1 =ag −
(
g

2

)
ag−2b2 +

(
g

4

)
ag−4b4 · · ·+ (−1)(g−1)/2gabg−1

=a

(
ag−1 −

(
g

2

)
ag−3b2 +

(
g

4

)
ag−5b4 · · ·+ (−1)(g−1)/2gbg−1

)
あるいは

±1 =gag−1b+

(
g

3

)
ag−3b3 · · ·+ (−1)(g−1)/2bg

=b

(
gag−1 −

(
g

3

)
ag−3b2 + · · ·+ (−1)(g−1)/2bg−1

)
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証明（対称性）

実は a, b を入れ替えれば両者は等価なので

±1 = a(gag−1b−
(
g

3

)
a3bg−3 + · · ·+ (−1)(g−1)/2bg)

としてもよい
このとき a = ±1, b は偶数、つまり A = b2 + 1
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証明（Pell方程式に還元）

よって
x2 + 1 = (b2 + 1)g

つまり
x2 − (b2 + 1)g = −1

しかし
x2 −Ay2 = −1, y = (A2 + 1)(g−1)/2

なので、Størmerの定理より y=1, つまり g=1 となって矛盾
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指数型不定方程式の定理 2

定理 (Størmer, 1895)

x2 + 1 = 2Ag, x ≥ 0, g = 2m+ 1 の解は g = 1, A = (x2 + 1)/2 または
(x,A) = (1, 1) しかない
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証明（x は奇数）

x2 + 1 が偶数だから x は奇数なので x = 2y + 1 とおくと

y2 + (y + 1)2 = 2y2 + 2y + 1 = Ag

だから
y + (y + 1)i = ±(a+ bi)g,±i(a+ bi)g.
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証明（実部と虚部を比較）

つまり
Re ((a+ bi)g)± Im ((a+ bi)g) = ±1

だが

(X + Y i)− i(X − Y i) =(X − Y ) + (Y −X)i = (X − Y )(1− i),

(X + Y i) + i(X − Y i) =(X + Y ) + (X + Y )i = (X + Y )(1 + i)

なので
(a+ bi)g ± i(a− bi)g = ±1± i

（いずれも複号任意）
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証明（a+ b = 1）

g は奇数だから

(1±i)a+(±1+i)b = (a±b)+(b±a)i = (a+bi)±i(a−bi) = ±1,±i,±1±i

（最右辺以外の符号はすべて一致）
左辺は 1 + i で割り切れるから

(1 + i)(a+ b) = ±1± iまたは (1− i)(a− b) = ±1± i

より a+ b = ±1
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証明（A の形を決定）

よって
a+ bi = (a+ (a± 1)i)

だから
A = a+ (a± 1)2 = 2a2 ± 2a+ 1

より
(2a± 1)2 + 1 = 2A
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証明（やはり Pell方程式に還元）

x2 + 1 = 2Ag, g = 2m+ 1

なので
x2 − 2A(A(g−1)/2)2 = −1

だから Størmerの定理より g = 1
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指数型不定方程式の定理 3

定理 (Størmer, 1896)

x+ i = ϵ1(1 + i)s(a+ bi), y + i = ϵ2(1 + i)t(a± bi)2
k

の解は (x, y) = (2, 3), (2, 7), (3, 7), (5, 239) しかない

この証明は今までの議論と類似しているが、Størmerの定理を使うことがで
きないので Størmerの定理の証明で行ったように、整除性を注意深く調べ
なければならない
この証明は省略
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指数型不定方程式の定理の応用

指数型不定方程式の 3つの定理を合わせると (4) のすべての可能性が確か
められ、次のことがわかる

定理 (Størmer, 1896)

2項のMachin型公式は 4つしかない
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註（指数型不定方程式のその後の結果）

先にも触れたように、その後 x2 + 1 = 2y4, x, y > 0 の解が
(x, y) = (1, 1), (239, 13) しかないことが証明されているので
x2 + 1 = 2yn, n > 2 は完全に解かれている
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註（逆は成り立たない）

なお
x2j + 1 = 2δjm

y1,j
1 m

y2,j
2 · · ·myn−1,j

n−1 (j = 1, 2, . . . , n)

が成り立つからといって

n∑
j=1

ej arctan
1

xj
=

kπ

4

が成り立つとは限らない（mi が素数ならば成り立つ）
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註（必要十分条件）

ただし、上記に加えて x2i + 1 ≡ x2j + 1 ≡ 0 (mod mk) となる i, j につい
て必ず xi ± xj ≡ 0 (mod mk) が成り立てば

n∑
j=1

ej arctan
1

xj
=

kπ

4

が成り立ち、かつ逆も成り立つことが言える
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しかし…

しかし、その場合でも k = 0 の可能性があるのでMachin型公式が得られ
るとは限らない！
たとえば Størmer, 1896 でも指摘されているが

arctan
1

x
− arctan

1

x+ 1
− arctan

1

x2 + x+ 1
= 0

が成り立つ
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第 3部

関連問題
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3項Machin型等式

a arctan
1

x
+ b arctan

1

y
+ c arctan

1

z
=

kπ

4
, k ̸= 0 (5)

の解をすべて見つけよ
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3項Machin型等式の例

2項Machin型等式から

a arctan
1

2
+ (a+ 2b) arctan

1

3
+ b arctan

1

7
=

(a+ b)π

4
(6)

が成り立つ
この他に Simson, 1723 による

8 arctan
1

10
− arctan

1

239
− 4 arctan

1

515
=

π

4

などが知られており、Størmerは（2項Machin型等式から導かれない）
102個の解を上げている
その後 Wrench, 1930 （とされているが不明）によって

5 arctan
1

2
+ 2 arctan

1

53
+ arctan

1

4443
=

3π

4

が発見されたが、現在その他の 3項Machin型等式は知られていない
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3項Machin型等式の有限性

定理 (T.Y., preprint 2018, revised in 2019)

(6) 以外の 3項Machin型等式は有限個である（T.Y., preprint, 2018,
revised in 2019）

具体的には (a, b, c, x, y, z) が (6) 以外の (5) の解ならば

a, b, c <1.29× 1022,

x, y, z < exp(1.606× 1011)

となる
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与えられた項数のMachin型等式の有限性

与えられた k に対して

y1 arctan
1

x1
+ y2 arctan

1

x2
+ · · ·+ yk arctan

1

xk
=

kπ

4
, k ̸= 0

の解は、より項の数の少ない等式から得られるものを除いて有限個である
ことが証明できそう（T.Y., 2019-2020）
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指数型不定方程式の解の個数

Ramanujan-Nagell型方程式

x2 +D = pe11 pe22 · · · p
en
n , x > 0

の解の個数は？
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Ramanujan-Nagell方程式

Nagell, 1948

x2 + 7 = 2n

は 5つの解 (x, n) = (1, 3), (3, 4), (5, 5), (11, 7), (181, 15) をもつ
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一般化

定理 (Apéry, 1960)

x2 +D = pn

は (D, p) = (7, 2) の場合を除いて解はあっても 2つ

定理 (Beukers, 1981)

x2 +D = 2n

は D = 15, 2k − 1 の場合を除いて解はあっても 1つ
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多素数への一般化

定理 (Evertse, 1984)

x2 +D = pe11 pe22 · · · p
er
r

の解の個数は 3× 74r+6 個以下

定理 (T. Y., 2018-2019)

x2 +D = 4spe11 pe22 , s = 0, 1

の解の個数は 63 個以下
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関連する結果

定理 (T. Y., preprint, 2018-2019)

l ≥ 17, p ≡ q ≡ 1 (mod l) が 3つとも素数のとき

xl − 1

x− 1
= pmq,m ≥ 0

の解 (x,m) の個数は 5 個以下、また解の個数が 5個の場合それらを
(xi,mi)(m1 < m2 < m3 < m4 < m5) とおくとm1 = 0 かつ、x2 = xr1 と
なる素数 r が存在する
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現時点で解ける見込みのない問題

3項消滅式

a arctan
1

x
+ b arctan

1

y
+ c arctan

1

z
= 0

の解をすべて見つけよ。
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現時点で解ける見込みのない問題

2素数 Ramanujan-Nagell型方程式の解の個数

D, p, q が大きいとき
x2 +D = 4spkql

の解の個数は 4個以下か？
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現時点で解ける見込みのない問題

多素数 Ramanujan-Nagell型方程式の解の個数

正の整数 D 、素数 p1 < p2 < . . . < pr を任意に動かしたときの

x2 +D = pe11 pe22 · · · p
er
r

の解の個数の最大値を f(r) とおく。f(r) の増大の速さを求めよ（r の多項
式の速さとなるか？）
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現時点で解ける見込みのない問題

係数つき Ramanujan-Nagell型方程式の解の個数 (Yann Bugeaud,
2007)

D, k を正の整数、p を素数とする

x2 +D = kpn

の解の個数は有限だが、その個数には D, k, p に無関係な上限が存在す
るか？

なお、x2 + 119 = 15× 2n は 6個の解をもつ (Stiller)

248 / 263



現時点で解ける見込みのない問題

係数つき Ramanujan-Nagell型方程式の解の個数 (Yann Bugeaud,
2007)

D, k を正の整数、p を素数とする

x2 +D = kpn

の解の個数は有限だが、その個数には D, k, p に無関係な上限が存在す
るか？

なお、x2 + 119 = 15× 2n は 6個の解をもつ (Stiller)

249 / 263



現時点で解ける見込みのない問題

係数つき Ramanujan-Nagell型方程式の解の個数 (Yann Bugeaud,
2007)

D, k を正の整数、p を素数とする

x2 +D = kpn

の解の個数は有限だが、その個数には D, k, p に無関係な上限が存在す
るか？

なお、x2 + 119 = 15× 2n は 6個の解をもつ (Stiller)

250 / 263



References
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Carl Størmer, Solution complète en nombres entiers m,n, x, y, k de
l’équation marc tg 1

x + narc tg 1
y = k π

4 , Skrift. Vidensk. Christiania I.
Math. -naturv. Klasse 1895, Nr. 11, 21 pages.
Carl Størmer, Sur l’application de la théorie des nombres entiers complexes
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